
.
.

A

B

O

P

C

D

Q

.

.

.

.

Q

X

RY

S

Z

P

.

.

.

.

.

.

.

. Q

X

R
Y

S

W

P .
.

. .

.

.
c

a

d

d

z

e

f

b

b

y

c

a

w

x

(a)

. .

..
.

.
c

a

d
dz

e

x

f

b

y

c

a m

f

.

.
.

.
.

.
.
.

.

.
.

.

x

ym

n
w

1
2

3
4

z

. .

..
.

.
c

a

d
dz

e

x

f

b

y

c

a m

f

حل مسئله در دهة 198۰ مورد توجه چشمگيری قرار گرفت. 
در حالی كه به همتای ضروری آن، طرح مســئله توجه چندانی 
نشد؛ اگرچه در این مورد برخی از استثناهای قابل ذكر، از جمله آثار 
براون و والتر )1983(، كلامکین )1986(، و البته پولیا )1973( 

وجود دارند.
در این مقاله از یک قضية معمولی هندسه استفاده شده است 
و مسائلی در مورد كاربرد آن مطرح شده اند. شيوه های ارائه شده در 
این مقاله به خوبی برای طرح مســائل امتحانات هندسه، مسابقات 
هندسه و مسائل روزمره )مورد نياز در كلاس درس( برای یک معلم 
ریاضيــات، مفيد خواهد بود. اگرچه این روش هــا را در درجة اول 
برای معلمان مدرسه های دورة متوســطه در نظر گرفته اند، با این 
حال دانش آموزان خلاق در هندسه می توانند از آن ها برای ساخت 

یافته های ریاضی خود استفاده كنند.
ابتدا فرض كنيد كه ما مطالعة یک واحد درســی در دایره ها را 
به پایان رسانده ایم. در ادامه می خواهيم درک دانش آموزان خود را 

از قضية زیر بيازمایيم:

قضیه: اگر دو مماس از نقطه ای خارج از یک دایره بر آن 
دایره رسم شوند، دو قطعة مماس هم نهشت هستند.

یک اثبــات معمول این قضيه كه در شــکل 1 می بينيم، این 
PAO یک اثبات دیگر این است  POB

∆ ∆
≅ اســت كه ثابت كنيم: 

كه نشان دهيم:
 

�m PAB m(AB) m PBA∠ = = ∠1 1
2

)M به مفهوم اندازه است( 
.PA=PB :متساوی الساقين است. بنابراین APB

∆
پس 

مطمئناً می توانيم انواعی از تمرینات محاسباتی را برای ارزیابی 
درک دانش آموزان از این قضيه ارائه دهيم )و البته استفاده از برخی 
از آن ها خوب اســت(. اما ما مســائلی را ترجيح می دهيم كه بيشتر 
هندسی باشند تا حسابی. به عبارت دیگر، ما می خواهيم دانش آموزان 

از قضيه برای اثبات نتایج مرتبط استفاده كنند.
یک روش برای به دست آوردن »نتایج مرتبط« افزودن 
كمی پیچیدگی به شکل است. برای مثال، فرض كنيد، مماس 
دیگری برای دایره، مانند آنچه در شــکل 2 نمایش داده شده است، 
رســم كرده ایم. سپس مسئله ای را ارائه می دهيم كه می تواند در دو 
سطح متفاوت از دشواری بيان شود كه هریک از آن ها برای حل، به 

استفاده های یکسان از قضيه نياز دارند.

PA مماس هایی بر  PB و   ، CD مســئلة 1. فرض كنيــد 
دایره اند؛ همانند آنچه در شکل 2 نشان داده شده است.

نشان دهيد:
PA+PB=PD+DC+CP

PA=PB شکل 1. اثبات

A

B

P

O

لری هوهن٭
مترجمان: ابراهيم ریحانی
دانشیاردانشگاهتربیتدبیرشهیدرجایی
مهدیه اجدادی
مدرسریاضیودانشجویکارشناسیارشدآموزشریاضیدانشگاهتربیتدبیرشهیدرجایی
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PA مماس هایی بر دایره اند و  PB و  مسئلة 2. فــرض كنيد 
Q یک نقطة دلخواه روی كمان AB است. اگر CD مماسی بر دایره 

PCD ثابت است.
∆

در نقطة Q باشد، آن گاه محيط 
راه دوم برای افزایش پيچيدگی شــکل 1، افزودن یک مماس 
دیگــر ولی در یک موقعيت متفاوت اســت؛ مانند آنچه در شــکل 
3 می بينيــد. دو پيشــنهاد، اما دوباره در ســطوح كاملًا متفاوت از 

پيچيدگی، به سرعت به ذهن می رسد.

 QR و RP ،PQ نقاط تماس اضلاع C و B، A مسئلة 3.  اگر
از مثلث PQR بر دایره باشند، آن گاه:

PA+QC+RB=AQ+CR+PB

محيط مثلث های QFE ،RHG و PDI خواهد داشــت. اثبات آن با 
سه بار به كار بردن مسئلة 1 حاصل می شود.

 PQR را روی اضلاع مثلث دلخواه Z و Y ،X مسئلة 4. نقاط
در نظر بگيرید )شکل ۴(، به طوری كه:

PX=PZ، QX=QY، RY=RZ
راه حل این است كه دایره ای در مثلث PQR محاط كنيد. شکل 
۴ راه دیگری برای طرح مســئله پيشنهاد می دهد. شکل را ساده تر 
كنيد. این ساده ســازی، حل كنندة مسئله را وادار می كند كه نقاط 

ناپيدا را پيدا كند.

راه سوم برای خلق یک مسئله، تركیب دو یا چند نتیجه 
است. اینجا ما می خواهيم شکل 2 و شکل 3 را برای به دست آوردن 

مسئله های زیر تركيب كنيم:

 مســئلة 5. فــرض كنيــد مثلــث PQR و شــش ضلعی 
DEFGHI بر یک دایره محيط شــده اند؛ مانند آنچه در شــکل 5 
نشــان داده شده اســت. آن گاه مثلث PQR، محيطی برابر تركيب 

روش چهارم برای طرح مسائل ریاضی تعمیم نتایج قبلی 
اســت. برای مثال، برای تعميم مسئلة 3، با تغيير مثلث محيط بر 
دایره به چهارضلعی محيطی دایره شروع می كنيم. بدین ترتيب در 

شکل 6 می بينيم كه:
PW+QX+RY+SZ=WQ+XR+YS+ZP

در ادامــه برای به دســت آوردن نتایج قابل مقایســه، عبارت 
را بــه »nضلعی محيط بر دایره« تغيير می دهيــم. با این توصيف، 

چهارضلعی به طور خاص مورد توجه است؛ چون از تساوی های:

PW+QX+RY+SZ=PW+WQ+RY+YS=PQ+RS
و 

WQ+XR+YS+ZP=QX+XR+SZ+ZP=QR+SP
نتيجه می شود:

PQ+RS=QR+SP
این نتيجه به صورت جالبی مسئلة دیگری را طرح می كند:

مسئلة 6. اگــر یک چهارضلعی بر دایره ای محيط شود، آن گاه 
مجموع طول های هر جفت از اضلاع مقابل با هم برابرند.

در تعميم مسائل برخی مشــکلات پيش می آیند. فرض كنيد 
می خواهيم مسئلة ۴ را برای چهارضلعی ها تعميم دهيم.

مســئلة 7. نقطه هــای Z ،Y ،X و W را روی ضلع هــای 
چهارضلعی دلخواه PQRS چنان تعيين كنيد كه:

PZ=PW، QW=QX، RX=RY، SY=SZ

PA+PB=PD+DC+CP شکل 2. اثبات

PA+QC+RB=AQ+CR+PB شکل 3. اثبات

PX=PZ، QX=QY ، RY=RZبه طوری كه Z و Y، X شکل ۴. تعيين

PQR برابر است با 
∆

شکل 5. محيط 

 PDI
∆

 ، QFE
∆

، RHG
∆

مجموع محيط های 

PQ+RS=QR+SP شکل 6. اثبات
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شکل7. تعيين Z.Y.X.W به طوری كه: 
PW QX RY SZ WQ XR YS ZP+ + + = + + +

شکل 7 نشان می دهد كه مسئلة 7 هميشه قابل حل نخواهد بود.
روش پنجمی برای طرح یک مســئلة ریاضــی، در نظر گرفتن 
عکس نتایج قبلی است. برای مثال عکس مسئلة 6 به قرار زیر است:

مســئلة 8. اگر مجموع طول های هر جفــت از اضلاع مقابل 
یک چهارضلعی محدب برابر باشند، آن گاه می توان دایره ای در این 

چهارضلعی محاط كرد.

اثبات. ابتدا دایره ای در چهارضلعی داده شده محاط می كنيم، 
به طوری كه بر سه ضلع از این چهارضلعی مماس شود. سپس دایرة 
دیگــری بر ضلع چهارم و دو تــا از اضلاع قبلی مماس می كنيم. دو 
 نمونه در شکل 8 نشــان داده شــده اند. بخش های غيرمتداخل با

 e ،d ،c ،b ،a و f و اضلاع با y ،x و w و z مشخص شده اند.
چون: w+y=x+z، در هریک از دو شکل خواهيم داشت:

(a+d)+(b+c)=(a+e+b)+(c+f+d)
با ساده سازی داریم: e+f=۰ بنابراین: e=f=۰ در نتيجه دو دایره 

یکسان هستند كه اثبات را تکميل می كند.
در حل مسئلة 8، ما دو دایره را در یک چهارضلعی در نظر گرفتيم. 
حالا اگر دو دایره توســط یک خط مورب مجزا جدا شوند، چه پيش 

خواهد آمد؟ ممکن است دو دایره بر این خط مورب، مماس باشند.

m=b-c=(a+b)-(a+c)=x-y
یعنی نتيجة زیر را داریم:

مسئلة 9. اگر دایره هایی كه در دو مثلث به وجود آمده، توسط 
یک قطر و دو ضلع مجاور یک مســتطيل محاط شده باشند؛ طول 
قطعة ميانی )قطر( با تفاضل یک جفت از اضلاع مجاور مســتطيل 

برابر است.

در طرح مســئله ابتدا نمی خواهيم خيلــی كلی برخورد كنيم، 
بنابراین یک مستطيل مانند آنچه در شکل 9 نشان داده شده است، 

با شرط x<y ، در نظر می گيریم. 
چون: m+c=b، بنابراین:

از آنجا كه از هيچ یک از خواص زاویة قائمه در مسئلة 9 استفاده 
نشده است، ما می توانيم »متوازی الاضلاع« را به جای »مستطيل« 
بــرای به دســت آوردن آنچه كه ظاهراً یک مســئلة تــازه به نظر 
می رســد، جایگزین كنيم. آیا در ادامه می توانيم »ذوزنقه« یا بعضی 
چندضلعی های دیگر را بــا »متوازی الاضلاع« جایگزین كنيم؟ این 

سؤال در پيشنهاد بعدی پاسخ داده می شود.

مســئلة 10. نقطه هــای z ،y ،x و w طول هــای اضلاع یک 
چندضلعی محدب دلخواه هستند؛ همانند آنچه در شکل 1۰ نشان 
داده شده است. فرمولی برای m برحسب اضلاع z ،y ،x و w بيابيد.

با استفاده از قضية اصلی مان در مورد مماس ها داریم:
e=f+m، b=c+m

e فرض می شود(. این  f≥  ، b c≥ )توجه كنيد كه در شــکل 
تســاوی ها می توانند به صورت m=e-f و m=b-c دوباره نویسی شوند. 

بنابراین:
2m=(e-f)+(b-c)=(e+b)-(f+c)=(e+d+b+a)-
         (f+a+c+d)=(z+x)-(w+y)

در نتيجه:
x z w ym + +

= −
2 2

توجه كنيد كه اگر در شکل m ،1۰ برابر صفر باشد، آن گاه:
w+y=x+z

x z w ym + +
= −

2 2
شکل 1۰. اثبات 

m=x-y شکل 9. اثبات

e=f=۰ شکل 8. اثبات
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بنابراین ما به صورت »تصادفی« مســئلة پيشــنهادی دیگری 
را كشــف كرده ایم. چون مطالب تصادفی طبق تعریف بدون طرح 
قبلی هســتند، ما نمی توانيم از ایــن رویکردها به عنوان روش های 
قابل اعتماد برای طرح مســئله استفاده كنيم؛ ولی می خواهيم در 
مورد فرصت ها هوشــيار باشــيم )به عنوان مثال، ضدیخ به صورت 

تصادفی كشف شد(. پيشنهاد ما به شرح زیر است:
مسئلة 11. اگــر دایره های محاطی در دو مثلث به وجود آمده 
توســط قطر یک چهارضلعی بر هم مماس باشــند، آن گاه دایره ای 
می تواند در این چهارضلعی محاط شــود و برعکس. با ساده ســازی 

شکل 1۰ پيشنهاد دیگری خواهيم داشت:

مســئلة 12. اگر AC بزرگ ترین ضلع در مثلث ABC باشد، 
نقطة D را بيرون مثلث ABC طوری مشخص كنيد كه:

AB+CD=AD+BC

ترتيب داریم: n=m. بنابراین ما به مسئله 13 می رسيم:
مســئلة 13. فرض كنيد 1، 2، 3 و ۴ چهــار دایرة متداخل 
محاط در مثلث های به وجود آمده توسط قطر و دو ضلع متوالی یک 
چهارضلعی محدب باشــند )مانند شکل m .)12 و n را طول قطعة 
ميانی قطر بين نقطه های تماس دایره های مماس بر همان قطر در 

.n=m :نظر بگيرید. ثابت كنيد

همان طور كه خواننده می تواند تشخيص دهد، مسائل پيچيده تر 
شده اند. بنابراین طراح مسئله ممکن است بخواهد در جهت دیگری 
كار كند. برای مثال، كدام یک از مســائل قبلی همتای متناظری در 

موارد زیر دارد؟
1. چهارضلعی های غيرمحدب )مقعر(؛

2. پنج ضلعی و شش ضلعی های محدب و مقعر؛
3. كره ها و چندوجهی ها؛

۴. قضيه: »اگر از نقطه ای خارج دایره، دو قاطع بر دایره رســم 
شــوند، آن گاه حاصل یکی از ایــن قاطع ها و بخش بيرونی اش برابر 

است با حاصل قاطع دیگر و بخش بيرونی اش.«
در طرح این مســائل ما از تکنيک هایی اســتفاده كرده ایم كه 
به طور خاص برای حل مسئله مفيد هستند؛ برای مثال: حالت های 
خاص، تعميم، مســائل مرتبــط، تقارن، معکوس هــا، نمادگذاری 
مناسب، تصادف، نتایج قبلی، شــکل های مفيد، بازگشت به عقب، 

الگوها و غيره.

m=n شکل 12. اثبات

D شکل 11. تعيين نقطة

پی نوشت
٭لريهوهن،استادریاضيورایانهدردانشگاهایالتي
آستینپيدركلاركسویلاست.اوعلاقةخاصيبه
هندسه،تئوريعددها،حلمسئلهوشجرهنامهدارد.
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ابتــدا دایره ای در مثلث ABC در شــکل 11 محاط می كنيم. 
فرض كنيد P نقطة تماس با ضلع AC باشــد. در P دایره ای خارج 
از مثلث ABC، ولی مماس بر AC می ســازیم. از A و C مماســی 
 D بر این دایره رســم می كنيم و آن ها را ادامه می دهيم تا در نقطة
یکدیگر را قطع كنند. اگر این مماس ها موازی باشــند، آن گاه دایرة 
كوچک تری تضمين می كند كــه آن ها در نقطة D یکدیگر را قطع 
می كنند؛ مانند آنچه در شکل 11 نشان داده شده است، در حالی كه 
دایره ای بزرگ تر به یک چهارضلعی غيرمحدب منجر می شود )به جز 

یک استثنا(. در مسئلة D ،11 یک نقطة مطلوب است.

روش دیگر برای طرح مسئله، بهره گیری از »تقارن« در 
یک مسئلة طرح شده است. برای مثال، در مسئله و شکل 1۰، ما 
می توانيم از قطر دیگری از چهارضلعی استفاده كنيم )شکل 12( و 

به دست می آید. بدین  (x z) (w y)n + +
= −

2 2
به طور مشابه

همة آنچه كه یک نفر نیاز دارد 
براي آنکه طراح مسئله شود، 
حل كنندة  كه  است  این  اول 
فرایند  دو  این  باشد.  مسئله 
هســتند. تفکیک ناپذیــر 
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